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(m,m)

Sekil 9. 4 _
Bu fonksiyon icin a,(f ) =0, n=10,1,2,..., b,(f) =2 [.sinnz doe =
0
(=1)" 2 n=1,2,... bulunur. Demek ki, z € [0, 7] icin
T = ioj(—l)"12 sin na
n=1 n

dir. # = 7 ozel durumda, buradan

T (—1)kt
4 2 2% — 1

k=1

oldugu elde edilir. ¢

9.7 Cozumlu Problemler

(1) Asagidaki fonksiyon dizilerin yanlarinda yazih araliklarda noktasal ya-
kinsadigr fonksiyonlar: bulunuz.
a) fn(x) = (z —1)arctan(z"), E =]0,+00);
) falw) = ¥I+a", E=0,2];
c) folx) =n32%e™ FE =10,+00);
) fu(z)
) Jul)
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Coziim: (a) Vn € N icin f,(0) = (—1)arctan0 = 0 = lim f,(0) =
0, fu(1) =0arctanl =0 = lim f,(1) = 0 olur. z € (0, 1n)_)oolodugunda
lim f,(x) = (x — 1) lim arctg;(()?c”) =(x—-1.0=0vez e (1,+00)
gl_()iotjgunda ise lim fnn(;;(): (r — 1) lim arctan(2") = 7 (z — 1) oldugu
elde edilir. Demek ki, (f,) dizisinin £ = [0, +00) iizerinde noktasal

yakinsadig fonksiyon

dir.
(b) x€][0,1) icin
lim (1+2")n = lim [(1+2")5]%

n—oo n—0o0

r = 1icin lim 2Y/" = 20 = 1 ve x € (1,+00) icin lim ¢/1+ 2" =

n—oo n—oo
. lim L, - .. -
x lim (1 + xin)l/” = x.en— " = g olduguna gore, (f,) dizisinin F =
n—oo

0, 2] {izerinde noktasal yakinsadigi foksiyon

dir.

(¢) x = 0 icin nlglf}o fn(0) = 0 oldugu aciktir. Herbir a > 0 sabit
sayis1 icin LL’Hospital kuralindan tE—l—moo e"/—; = tiiinoo ;’gt = tl_lﬁ[;o azﬁetat =
tiiinoo% = 0 olduguna gore, x € (0,+00) icin JLI{}Omeze*”z =
z? lim ;—i = 220 = 0 olduguna gore, (f,) dizisimn F = [0, +00)

n—oo

tizerinde noktasal yakinsadigi fonksiyon f: £ — R, f(z) = 0 dir.
(d) 2z =1licin lim f,(1) = lim n.0 = 0 oldugu aciktir. = € (1, 3] icin

lim n(z'/" — 1) = lim % = Inz oldugundan (f,) dizisinnm F =

n—0o0 n—oo

1, 3] tizerinde noktasal yakinsadigi fonksiyon f : [1,3] — R, f(z) = Inz
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dir.
() = 1licin f,(1) =01ise lim f,(1) =0 dir. z € (0,1) U (1,+00)
icin

xl/n N T xl/Qn

lim n(z'/" —2'?") = lim T
n—oo n—oo n
. xl/n -1 1 . xl/Qn -1
= lim —— — —lim———

1
= lnm—ﬁlnaj: Elna:
olduguna gore, (f,) dizisinin (0,+o00) iizerinde noktasal yakimsadigi

fonksiyon f: (0,+00) — R, f(z) = 3 Inzdir. ©

Asagida genel terimleri verilen ( f,,) dizilerinin yanlarinda yazili araliklar

tizerinde diizgiin yakinsak olduklarini gosteriniz.

(a) fo(z) =2, E=[0,a] (0<a<1);

(D) fulz) = B, E = [0,+00);

(¢) fulz) =22, E=1[l,a] (a>1);

(d) falw) =e @ B =[-1,1]

(@) folz) = fulz) =03t 2e V7 E=[0,4+00).

Coziim: (a) z € [0,a] (0 < a < 1) icin lim fn(xz) = 0 olduguna
gore, fu() = flz) =0 dw. p, = sup{| fulz) = f(2) |: = € [0,a]} =

sup{z*" : x € [0,a]} = a®™ = lim p, = 0= f, = f olur.
n—oo [D7a]
(b) Vz € [0,400) icin | fu(z) |< m esitsizhigl saglandigindan

x € [0,400) icin lim f,(z) = 0 olur. Demek ki, f, [0—> : 0 dir. p, =
n—oo 7—|—c>o

sup{| f;‘(ln‘ff; |z €]0,400)} = m = T}Lr{)lopn =0=f, = 0dmr.

[0,+00)
¢) z € [l,d (a>1)icin lim fu(z) = lim 22 = lim £ = 22
n—o00 n—oo MTT nooo 1+

olur. Buna gore, f,(z) — 22,2 € [1,a] oldugu elde edilir. p, = sup{|
n2® g2 g e [1a]} = sup{n‘”—; cx € [1,al} = a3a = lim p, =0=

n—+x n-+
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fn(x) = 2? oldugu anlasilir.
[0,q]

(d) Her x € [~1,1] icin lim e~@=™* = 0 oldugu aciktir. Buna gore
fn(2) - 0 oldugu anlagiir. p, = sup{e @ . z € [-1,1]} =

e (= 1) = lim p, = 0= f,(r) = 0 oldugu anlasilir.

[7171}
(e) z = 0 icin Tim. fn(0) = 0 oldugu aciktir. x € (0,+00) icin

lim f,(x )—x hm jﬁ; 3232, hm —i-v= = 0 olduguna gére f, () —

0,z € [0,+00) oldugu anlasihir. p, = sup{n®/*.ze V™ : 2 € [0, +00)}

= 4deld; = limp, = 0 = f.(z) = 0,z € [0,+0c0) oldugu

ni/a
anlasilir. ¢

(3) Asagidaki genel terimleri verilen (f,,) dizilerinin karsilarinda yazil ara-

liklarda diizgiin yakinsak olmadiklarini gosteriniz.

(a) fu(z) = 55, B =I[1,+00);

(b) fu(x) =arctan2, FE = (0,400);

(c) falz) = mg(ﬁ:{—f)m E = (2,400);

() fulz)=e"m, E=(0,1);

(e) fa(x)=%2In%, E=(0,+00);

(f) fu(z) = arctan(— —n?), E=[1,+0)
(8) falz) =na’e D7 B =10,1];

(h) fu(z) =+/nsin(z/y/n), FE =|r,+00)
(i) fu(z) =narctan (z"), FE =][0,1];

() fa(z) = cos(32"), E=(0,1)
Coziim: (a) Her z € [1,+00) icin

R e

oldugu, dolaywsiyla, f,(z) [ — : 0 oldugu anlasilir. p, = sup{% ;
1,400

€ [1,400)}H-2

fonksiyonu [1,400) araliginda artan oldugundan

1+n2
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| = +o0 olur. Demek ki, (f,)dizisi E = [1,400) tizerinde f(z) = 0
fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir.

(b) Herz € (0,+00) icin lim arctan? = 7 olur. p, = sup{| arctan 2 —

iz € (0,4+00)} = sup{5 —arctan? : z € (0,+00)} [5 — arctannz
fonksiyonu (0, +o0c) arahginda artan oldugundan | = 7 = lim p, =

7 # 0= (f,) dizisi (0, +-00) lizerinde f(x) = § fonksiyonuna noktasal

yakinsak olup diizgiin yakinsak degildir.
n—+ 2
x2(+:22nz

(¢c) Her z € (2,400) icin lim = 1 oldugu aciktir. p, =

sup{]| % Lz € (2,400)} =3 = limp, = 3 # 0 = (f,)

dizisi (2, +00) araliginda f(x) = 1 fonksiyonuna noktasal yakinsak olup
diizglin yakinsak degildir.

(d) Her z € (0,1) icin T}Lrlgoe*IQ’”z = 6’9”2.1113.106,1% — e 0 =0
olur. p, = sup{e """ : 2 € (0,1)} [e=* " fonksiyonu (0, 1) iizerinde
azalan oldugudan | = € = 1 = limp, = 1 # 0 = (f,) dizisi
(0,1) tizerinde f(xz) =0 fonksiyonun%—zooktasal yakinsak olup diizgiin
yakinsak degildir.

(e) tl_i)%}r t.Int = 0 olduguna gore, Vz € (0,400) icin 11113;@% In% =0
olur. p, =sup | TInan |: z € (0,+00) = +oo olduguna gore, (f,)
dizisi (0, +00) araliginda f(x) = 0 fonksiyonuna noktasal yakinsak olup

diizglin yakinsak degildir.

(f) Vz € (1,4+00) icin lim arctan (2 —n*) = —% olur. p, = sup{]
arctan (£ —n?) + 5 |t z € (1,400)} = supf{arctan( — n?) + % :

z € (1,400)}arctan(£ — n?)] fonksiyonu (1,400) oldugunda artan
oldugundan] = 7 = lim p, = 7 # 0 = (f,) dizisi (0, 400) arahginda
flx) =% fonksiyongggo noktasal yakinsak olup diizgiin yakinsak degildir.
(g) 2« =0icin 7}13)10 fn(0) = 0 oldugu aciktir. x € (0, 1] icin

lim na?e~("+7* = 22 lim —2— = 0 oldugu bulunur.
n—00 n—oo €
pn = sup{nae” D7 2 € 0,1]} = %#1 = T}erolopn =1Z£0= (fn)

dizisi [0, 1] arahgimda f(x) = 0 fonksiyonuna noktasal yakinsak olup

diizglin yakinsak degildir.
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(h) Her z € [m,+00) icin hm Vvnsin(z/y/n) = z. h—>nolo smxf\/‘ﬁf) =z
oldugu bulunur. p, = sup{| \/ﬁsm( =) - | x € [r4o0)} =
sup{z — \/n. sin(\/iﬁ) :x € [m,4+00)} = +00 oduguna gore, (f,) dizisi
[7,+00) arahginda f(r) = z fonksiyonuna noktasal yakisak olup
diizgiin yakinsak degildir.

(i) x =0 icin nILrEO fn(0) = 0 oldugu aciktir. ¢ — 0 1ken arctant ~ ¢

olduguna gore Vz € (0, 1) icin lim narctan(z”) = lim n.z™ = 0 oldugu

bulunur. p, = sup{narctan(z") : z € [0,1)} = & = lim p, =
+00 #= (f,) dizisi [0,1) arahginda f(xz) = 0 fonksiyonung—lg)ktasal
yakln(s)ak olup diizgiin yakinsak degildir.

(j) Vx € (0,1) icin hm " =0 = hm cos(52") = 1 bulunur.
pn = sup{| cos(5z") — 1\ z € (0, 1)}_1:> llmpn_17£O:>(fn)
dizisi (0,1) arahginda f(z) = 1 fonksiyonuna noktasal yakinsak olup
diizgiin yakinsak degildir. ¢

Genel terimleri verilen (f,,) dizilerinin karsilarinda yazili araliklarda

a) Noktasal yakinsak;

b) Diizgiin yakinsak yapan « sayilarim bulunuz.

(a) f(z) = 25m, E=(0,+00)

(b) f(z) =n“arctan(=), E=(0,1)

(c) f(z)=n“In(1+ nl—x), E = (0, +00)

(d) f(z)=n*"(\Jz+ ;- V), E=I0+00)

Coziim: (a) Vz € (0,+00) icin

lm ———=lim ———— =

n—oo 12 4+ n? n—o0 n2—a<]_ + Z_z)

n*x i x 0, a<2ise,
T, a=2Iise

oldugu elde edilir. o < 2 icin f(x) =0, o = 2 icin f(x) = x dersek

fn — f oldugu anlasilir.
(0,+00)
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a = 2 olsun. Bu durumda, p, = sup{| fu(z) — f(x) |: x € (0,+00)} =
supl| 22— x| 2 € (0.400)) = sup{il € (0,400)) =
+00 oldugundan (f,) dizisi (0, +00) arahiginda f(x) = = fonksiyonuna
diizgiin yakinsak degildir.

a < 2 olsun. Bu durumda, p,sup{4-% : z € (0,4+00)} = 54 —
a < 2icin lim p, = 0 olduguna gore o < 2 icin (f,,) dizisi (0, +00)

n—oo

araliginda f(x) = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

(b) Vz € (0,1) icin 0 < arctan1/2" < 7 olduguna gore, x € (0,1)

icin
0, «a <0 ise,

lim f,(z) = f(z) =

n—0o0

SIE

, a=0Iise

fn (0—1>) f oldugu elde edilir.

o < 0 icin p, = sup{n®arctan(=;) : 2 € (0,1)} = In* = lim p, =
0= a<0icn f,(z) =0,z € (0,1) oldugu anlagilir.

o = 0 icin p, = sup{| arctan(1/z") — 5 | & € (0,1)} = sup{% —
arctan(1/a") s 2 € (0,1} = § = lim po = 5 # 0= fula) # 52 €
(0,1) oldugu elde edilir.

(¢) t—0iken In(1+¢) ~ t olduguna gore, her x € (0, +00) icin
1 0, a <1 ise,

1
lim n®In(1 4+ —) = lim = f(z) =
s 00 nx n—oo nl_o‘.x 1/1" a =1 ise

= fn ( — : f oldugu anlasilr. o < 1 icin p, = sup{n®*In(1+ =) :z €
0

(0, —|—oo)§ =400 = fu(z) £ 0,2 € (0,400) oldugu goriiliir. o =1 icin
pn =sup{nln(l+ 1) — 1 :2 € (0,400)}z.In(1 + 1) — L fonksiyonu
(0, +00) tizerinde artan oldugundan |= +oo olduguna gore o = 1 icin
fo(z) A 1/z,2 € (0,+00) oldugu anlasihr.

(d) Va e (0,400) icin

nafl

1
lim n®( (x+zl—\/§): lim
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0, a < 1 ise,
ﬁ, a =1 ise
= fo(x) — f(x),2 € (0,400) oldugu elde edilir.
nafl . o
a < 1 olsun. Bu durumda, p, = sup{m cx € (0,400)} =
ne Y2 = o < 1/2icin lim p, = 0 = a < 1/2 icin f,(z) = Oz €
(0, +00) oldugu ve 1/2 < av < 1 icin
_ 1, a=1/2 ise,
lim p, =
oo +oo, 1/2<a<1 ise
# 0 olduguna gore 1/2 < a < 1 icin f,(z) & 0,2 € (0,400) oldugu

anlasilir.

a = 1 durumunda f,(z) £ ﬁ, z € (0,400) oldugu érnek 9.1.11(e) de

gosterilmistir. ©

f,la,b] C R arahginda tanmimh reel degerli herhangi bir fonksiyon ve

folz) = [[”f(x)” ,n = 1,2,--- olsun. f, = f oldugunu gosteriniz.
[a,0]

Coziim: Vit € R saywst icin 0 < (¢) < 1 olmak iizere t = [t] + (¢)
olduguna gore, Vo € [a,b] ve Yn € N icin nf(x) = [nf(z)] + (nf(x))
vazabiliriz. Buna gore, Va € [a,b] ve Vn € Nicin f,(z) = f(x) — éw))
b

yazilabilir. Buna gore, p = sup{| f.(x) — f(x) |: © € [a,b]} = sup{|
M x € ot} < Un = limop, =0 = fule) = f(a),x € [ 0]

oldugu elde edilir. ¢

f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) tizerinde siirekl tiirevinebilir (yani
f'(z) € C(a,b) dir) ve a < a < [ < b olmak iizere x € («, ) icin
falz) =nl[f(z+3) = f(@),n=1,2-- olsun fu(z) = f'(x),2 € (a, §)

oldugunu gosteriniz.

Cozim: f,[a,b] tizerinde tiirevlenebilir oldugundan, Yz € [a, b] icin

JLn;On[f(x +3) = flz)] = JL%W = f'(z) olur. Lagrange

ortalama deger teoremi geregince x € («, 3) icin 0 < 6,(x) < 1 olmak
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fizere f(a+3) = f(a) = L f(z + %, ) | f(x) = n(flx+2) = f(x)) |
=| f'(z) — f'(z+ ¢ x) | yazilir. f’ fonksiyonu [« §] tizerinde diizgiin
siirekl1 oldugundan dolayl Ve > 0309 = do(e ) > Ooyleki e(x)” < 0p olacak
sekilde her z € [, 8] icin | f'(z) — f'(z + & ) |< € olur Ote yandan
Vo € [a, 8] icin 0 < 6,,(x) < 1 olduguna gore "( < 0o esitsizhigr yeter:
kadar biiyiik n’ler icin saglandigindan Ve > 0 icin Elno = ny(e) € N 6gle
ki Vz € [af] ve Vn > ng icin | f'(x) — f'(z + 2 ) |< € kalacaktr.
Buradan da f,(z) = f'(x),x € [a, (] oldugu aglktlr. o

Terimleri f,, : [0,1] — R, fu(x) = n®xe™™, n = 1,2,3,--- seklinde

tanimlanan (f,) fonksiyon dizisi verilmis olsun. (f,) dizisinin

(a) [0, 1] arahginda noktasal yakinsak ,

(b) [0,1] arahgmda diizgiin yakisak ve

1
(c) hm f fo(z)dz = [[lim f,(z)]dz olmasi icin o nasil olmahdur.
0

Cozim: (a) z = 0 icin Tim. fn(0) = 0 oldugu aciktir. x € (0,1]
icin lim n“xe ™ = z lim ;% = 0, oldugundan Vo € R icin f,(z) —

f(z) =0,z € [0, 1] oldugu elde edilir.
(b)  pn =sup{| fu(z) = f(z) [: z € [0,1]} = tn* ' =

0, a < 1 ise,
1

e

lim p, =

n—oo

a =1 ise,

400, a>1ise

= a < 1icin fn( )= f ( ) 0, 1] oldugu elde edilir.

T €
1

(¢) Va icin f hm folx f r)dr = f Odx = 0 oldugu goriiliir.
0

1 i
[ fulx)de = fa:o‘xe_”“’dx =[5 —e (55 + =)]n” esitliginden
0

n

hm f fu(z)dx = 0 olmast icin a < 2 olmasi gerekir. Demek ki, ¢) de

sOzu ge(;en esitligin saglanmasi icin a < 2 olmasi gerekir. ¢
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(8)

(10)

Terimleri f,, : [0,1] — R, fu(z) = nz(l — x)",n = 1,2,3,.. seklinde
tanlmlanan (fn) dizisinin [0, 1] arahginda diizgiin yakinsak olmadigini,
1

fakat hm f folz)de = f [hm fn(z)]dx esithgmin saglandigimi gosteriniz.

Qozum falz) — f( ) = 0, z € [0,1] oldugu aciktir. p, =
sup{nz(l —z)" : z € [0,1]} = (;&5)""" = lim p, = £ # 0 olduguna
gore fn(z) & f(x) =0,2 € [0,1] olur.

Ote yandan Tim f fo(z)dz = Tim 7. f (1 —2)"dx [1 — 2 =t denirse

T O icin t = 1 r = 1icin t = O ve dr = —dt oldugundan|=
1 1
hm f (1-t)t"dt = hm m Ovebf[lim fo(x)]de = Off(x)d:c =

1

[ 0.dz = 0 olduguna gore istenen esitligin dogru oldugu goriiliir. ©

0

Herbir n € N icin f,, (—o00,400) araliginda tamimh ve simirli bir
fonksiyon olmak ftizere (f,) fonksiyon dizisi [a,b] tizerinde f fonksiy-
onuna diizgiin yakinsak olsun. Bu durumda lim sup{f,(z) : = €

la,b]} = sup{f(z) : z € [a,b]} esitsizligi dogrumudur?

Coziim: Haywr. Ornegin terimleri f,, : [a,b] — R, fu(z) = e" ™2 n =
1,2, - seklinde tanimlanan (f,) fonksiyon dizisi icin f,(z) fonksiyon-
lar1 [a, b] tlizerinde simrhdir (Vz € a, b]icin fo(z) <1 dir) ve fu(x) —
f(x) =0,z € [a,b] dir. p, = sup{e @ : z € [a, D]} = e O =
T}Lrgopn =0 = fulr) = f(zr) = 0,z € [a,b] oldugu anlasihr. Bu
dizi icin sup{f,(z) : x € R} = e~ " = 1 ve sup{f(z) :€ R} = 0

olduguna gore problemde sozii gecen esitlik saglanmaz. ¢

Diizgiin yakinsaklik tanimina dayanarak asagidaki serilerin karsilarinda

yazili araliklarda diizgiin yakinsak olduklarini gosteriniz.

(a) ix”, E=-a,a] (0<a<1);

(b) Zlm, E=10,14 o0);
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© 3 st E=D2

Céziim: (a) 2z € [—a,a] (0 <0< 1).icin S, ( ) 2 ok =22 Gy =
lim S, (z) = % ve r(z) = S(x) — Su(z) =

n—oo 1
l—xz>1—a=ry(z) <
arahiginda diizgiin yakinsaktir.

(b) X e [O, —|—OO) 1(:1n ,Sn($) = l; m = x_il — x+n+l’S(x)
JLH(}O Sn(x) = 77 ve ra(x) = S@) = Sp(x) = 75y dir. Va € [0, +00)

icnz+n+1>n+1=r(z) < =5 = @) =0,z ¢c0,+00) =

seri [0, +00) araliginda diiziin yakmsaktlr

[—a,a] icin

an+1

= (2) = 07x € [—a,a] ise seri [—a, al

(© = €02 icin Su(x) = 3= g S(@) = X gt ala) =

S(x)—Sn(x) olmak tizere | r,(x) |=]| kz 1W++W < ¥ Z=+%=
—n+

k=n+1
rn(z) = 0,2 € [0,2] = seri [0, 2] araliginda diizgiin yakinsaktir. o

Asagidaki serilerin noktasal yakinsak ve mutlak yakinsak oldugu araliklar:

bulunuz.

(a)

8
=

; (b) Zl e "

e, @ 3 ety
o0 o

n ( 42 ) : (f) 2" sin" x .

n24+4\ 2z+1 — n(n+1)

-nH" > n\n(,e%/"—1\n.
(243\)f7 (h) Z(E) (6 1) )
(2 oy () 3 sin(ey/a? T 22);

n! .
(z2+1)(2242) (22 +n)?

3
Il
—

S
8

S
Il
—

S
Mg

3
Il
—

=
|M8

Mg

3
Il
—
3
Il
_

=
8

3
Il
i

Coziim: (a) Y ¢" serisinin | ¢ |[< 1 icin mutlak yakmsak ve | ¢ [> 1
n=1

icin 1raksak oldugunu biliyoruz. Demek ki verilen seri | 2 [> 1, yani
| # |[< 1icin waksak | 1 |< 1, icin yani | z [> 1 icin mutlak yakmsaktir.



Céziimlii Problemler 1149

(b) lim Ve™ = lim e * = e olduguna gore verilen seri e™* <

n—o0 n—o0

licin yani x € (0,400) icin mutlak yakinsak e

> 1 icin , yani
x € (—00,0) icin waksaktir. x=0 icin bu serinin raksak oldugu aciktir.

(c) Y % serisi (Cauchy kék tespitinden) | ¢ |< 1 icin mutlak yakinsak

n=1
, | ¢ |> 1 icin yakimsak ve | ¢ |= 1 icin () =5 yakmmsak olduguna gore)
n=1

mutlak yakisaktir. Demek ki, verilen seri | Inz |< 1 icin yeni [%,e]
araligimda mutlak yakmsak | Inz |> 1 icin yani (—oo, 1) U (e, 400)
tizerinde 1raksaktir.

(d) ,}ggo \, 1n"(2+2) | = I (;+2)\
1 icin yani (—2,—2+ 1) ve (e — 2,+00) araliklan iizerinde mutlak
yakmsak, +2 >0, 2+2 # 1 ve | In (z 4 2) |< licin yani (—2+ 2, —1)

= verilen seri x+2 > O ve | In (z + 2) |>

ve (—1,e — 2) arahlar {izerinde raksaktir. * = e —2ve z = =2 + é
icin verilen serinin raksak oldugu amktlr

(e) an(z) = nﬁﬁt(;;fl) olsun. z # =t x # —2 icin | a"“gg)) |=
51”:21 +;"‘ni§‘)) | 555 = lim | aZ:(lx =] 232121 |= verilen seri x # 5,z #
—2ve | Z2|<1 1(;111 yanl (—o0, —1) ve (1,+00) araliklarinda mut-
lak yakmsak, z # Stz # —2 ve | 2% |> 1 icin yani (—1,-1/2) ve

(—1/2,1) araliklar tizerinde raksaktir.

(f) an(x) = 2:(:?:;)35 olsun. x=0 icin > a,(0) serisinin yakisak oldugu

actktir. x # 0 icin nlggo V| an(z) | = nh—{go?{/ﬁ | sinz |= 2 | sinx |
ise verilen seri 2 | sinx [< 1 icin yani (=% + km,§ + k7),k € Z
araliklan izerinde mutlak yakinsak (% + km, 2% + kr), k € Z arahklan
lizerinde waksaktir. 2 | sinz |= 1 icin yani ¢ = (—=1)F2 + km,z =
(=1)¥'Z + km,k € Z noktalarmda verilen seri mutlak yakimsaktir

o0

(> m yakinsak oldugundan).
n=1

(g) Her x € R icin (m) dizisi monoton azalan ve lim m =0

n—oo

olduguna gore, Leibnitz testinden verilen seri her x € R icin yakinsaktir.

o0
1 1 . o .
Her z € R icin | x2+f = Zivm Ve n§_1 w2 Serist her z € R icin 1rak-
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sak oldugundan bu seri R tizerinde kosullu yakinsaktir.

(b) Her € R icin lim V(g)n [er/m 1] = lim g | e/m =1 |=

. m ez/n_l o m
S 5 Sm =5

icin yani (-2,2) araliginda mutlak yakinsak |  |[> 2 icin yani (—oo, —2)

ise Cauchy Kok testinden, verilen seri | z |< 2

ve (2, +00) araliklar iizerinde waksaktir. x=2 icin > (en — 1)" serisi

n=1
[n — oo 1ken (en — 1)" ~ (2)™ ve Couchy Kok testinden Y (2)" serisi
n=1

yakinsak olduguna gére | yakimsaktir. = —2 icin > (—1)"(e™?/™ —

n=1
1) = > (—=1)" ' (1—e~?/) serisi [(1—e~2/™) dizisi monoton ve lim (1—
n=1 n—00

e?™) = 0 olduguna gore | Leibnitz testinden yakisaktir. Demek ki,
verilen seri (—2, 2) araliginda mutlak yakinsak, x=-2 noktasinda kosullu
yakimsak (0o, —2) ve [2,400) araliginda raksaktir.

(i) Her x € Ricin lim {/| (£ +a)"| = lim | §+:C =] x|
olduguna gore, Cauchyn?eostinden, verilen seri T;|OO< 1 icin, yani (-1,1)
arasiginda mutlak yakinsak, |  |[> 1 icin yani (—oo,—1) ve (1, +00)

l”)"

araliklarinda raksaktir. x =-1 ve x=1 icin sirasiyla ) (—1)"(1 —

n=1

ve Y (14 1)" serilen wraksaktirlar (sirasiyla lim(1 — 2)" = 1 # 0 ve
n=1

lim(1+ )" = e # 0 oldugundan).

(j) Vz e Ricin a,(z) = sin(rvn? + 22) = (—1)"sinw(vVn? + 22 —n) =
(—1)™sin %ﬂ;% odugu aciktir. Her x € R icin (%;M) dizisi aza-
lan ve limit1 sifir olan bir diz1 oldugundan (sin %ﬁ%n) dizisi de her
r € R icin aym oOzelliklere sahiptir. O halde, Leibnitz testinden verilen
seri her z € R icin kosullu yakinsaktir.
(k) a,(z) = (xQH)(meQ)___(xQM) olmak iizere V& € Ricin lim n(-22l

n—oo aTLJrl(x)
1) = lim n(=ttl — )

= lim -“-2? = 2% = Raabe testinden verilen
seri | #? |> 1 icin, yani | z |> 1 icin mutlak yakimsak ,| 22 |< 1 icin yani
| z |< 1icin waksaktir. | z |= 1 icin yani x = 41 noktasinda elde edilen

> - serisi iwaksak olduguna gore verilen seri (—oo, —1) ve (1,+00)
n=1
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araliklarinda mutlak yakinsak [—1, 1] araliginda ise raksaktir. o

12) Weierstrass testinden yararlanarak asagidaki serilerin karsilarinda yazil

aralilarda diizgiin yakisak olduklarini gosteriniz.

(a) > Z=(@"+2™),  E=[-2,-1/2]U[1/2,2];
n=1

(0) 3 s, E=(-00,+o0)

I = N e
n=1

(d) X+ 5),  E=[0,d (a>0)

ﬁ
I

e—n(gg?—i-sin:c)’ E = [1’ +OO)

S
8

3
Il
—

Coziim: (a) sup{z" + 27" : L <]z |<2} = 2"+ & < 2" oldugu
aciktir. Z n? 2’”r1 majorant serisi Dalembert testinden yakmsak oduguna

gore Verllen seri F iizerinde diizgiin yakinsaktir.

(b) Va € R icin |sina| < 1 olduguna gore | a,(x) |=| —% 1<
\%jW < i oldugu elde edilir, n;1 4. p = 4/3 > 1 seris1 yakinsak
oldugundan Weierstrass testinden verilen seri E iizerinde diizglin yakinsaktir.
(¢) an(r) = 7izIn (24124 olsun her o > 0 icin In (14 ) < a ve
(n+a?)?

Va,b € R icin 2 | ab |< a* + b* olduguna gore, Vx € R icin In pr e
In(1+ Z52) < 280 < ] oldugu elde edilir. sup{| > |: 2 € R} =

55 = Vo € Ricin | 4+ > |< 5 olduguna gore, Vz € Ricin | a,(z) |<

o -1 olduguna gore ve Z 5,7 majorant serisi yakinsak oldugundan Weier-

strass testinden Verllen seri E tlizerinde diizgiin yakinsaktir.
(d) Va > 0icin In(1+ «) < « olduguna gore Vz € [0,al(a > 0) icin

2

0 <In(1+4 lng ) < nlﬁ - < nff - olur. Ayrica Z T majorant serisi

yakinsak olduguna gore verilen seri E tizerinde duzgun yakinsaktir.
(e) ¢(z) =2*+sinz olsun Vz € [1,400) icin ¢'(x) = 2z + cosx > 0
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olduguna gore () fonksiyonu [1, +00) iizerinde artan, dolayisiyla her
z € [1,400) icin 0 < e @ +sing) < o=me() (1) = 1 4 sinl > 0

oldugu elde edilir. p = (1) > 0 icin > e P" majorant serisi yakimsak
n=1
olduguna gore verilen seri E iizerinde diizgiin yakinsaktir. ¢

(13) Genel terimleri asagida verilen serilerin karsilarinda yazili araliklarda
diizgiin yakinsak olduklarini gosteriniz.

(a) un(x) = S~ (n € N), E =10, +00);

2.2

(b) un(2) = Sz (n € N), E = (—00,+00);

(€) un(z)

= sinzeost () € N p < 2), E = (—o00,+00);

In (n+x2)
—1) vl
(d) un(z) %%ﬁ;,E:M+m)
“ e (=t | - —
Coziim: (a) b, = 7 L an(x) = e olmak tizere u, (z) = a,(zx).b,,

n

n € Nolur. Y b, seris1 yakinsak (Leibnitz testinden) ve (a,z) dizisi
n—1
[0, 4+00) tizerinde monoton ve diizgiin siirh (Vz € [0, +00) ve Vn € N

icin 0 < a,(z) < 1 dir) olduguna gore, Abel testinden ) (:/511:;% serisi

n=1

E iizerinde diizgiin yakinsaktir.

(b) by = 15, an(z) = e~ olmak iizere u,(x) = ap(x)by,n € N

olur. > b, seris1 yakinsak ve (a,(z)) dizisi [0,+00) tizerinde mono-
n=1

ton ve diizgiin sirl (Vo € [b,400) ve Vn € N icin 0 < a,(z) < 1

dir) olduguna gore verilen seri (0, +00) araliginda diizgiin yakinsaktir.

Bu serinin (—oo, 0] arahiginda da diizgiin yakisak oldugu benzer sekilde

gosterilir. Demek ki, verilen seri £/ = R tizerinde diizgiin yakinsaktir.

n n
(¢c) VxeRveVn e Nicin| > bi(x) |=| > sinzcoskz |<|sinzcosz |
k=2 k=2

+ | k;sinmcoskx < 1+2]cosi || sin(n+3)z |< 3 ve (an(z) =
m, n € N) dizisi [0, +00) iizerinde azalan ve a,(x) = 0,z €

[0, 400) (Ciinkii Vz € [0, +00) icin n — oo 1ken 0 < a,(z) < = — 0
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olur) oldugundan Dirichlet testinden verilen seri [0, +00) araliginda ve

hem de E = (—o0, +00) araliginda diizgiin yakinsaktir.
(d) an( ) = (142)12 b, = M

N dur. Z by, sers1 yakinsak ve (a,(z)) dizisi her x € [0, +00) icin mono-

olmak fizere u(x) = a,(x)bn,n €

ton ve duzgun siirh olduguna gore (Vax € [0,400) ve hern € N icin
0 < ay(z) <1 dir) Abel testinden verilen seri E = [0, +00) araliginda

diizgiin yakinsaktir. ¢

> u,(x) serisi E tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugundan
n=1

> | un(x) | serisi E tizerinde diizgiin yakinsak midir?

n=1

Coziim: Genel olarak bu sorunun cevabi hayirdir. Ornegin,
[e.e]

> (—=1)"(1 — x)a™ serisi [0, 1] izerinde mutlak ve diizgiin yakinsak ol-

n=0

masima ragmen y . | (=1)"(1—z)a" |= > (1—x)z" serist [0, 1] tizerinde
n=0 n=0

diizgiin yakinsak degildir. Bunu gérelim. (1 — z)z™ — 0,2 € [0, 1]
ve p, = sup{(l — z)a" : x € [0,1]} = —5(;%5)" = limp, = 0
oldugundan, a,(x) = (1—x)z",n € N dizisi [0, 1] iizerinde Snlgl?z diizgiin
yakinsaktir. Bu dizinin n’ye gére monoton oldugu aciktir. Buna gore

Dirichlet testinden ) (—1)"(1 — x)z™ serisi [0,1] araliginda diizgiin

n=0
yakinsaktir. [0, 1] {izerinde hemde mutlak yakinsaktir. Gercekten,
n—1
Sp(z) = S (1 —2)az* 2 € [0,1] denirse, her n = 1,2, .. icin S, (1) =0

k=0
ve x € [0,1) icin S, (z) = 1 — 2" oldugundan

) 1, 0<z <1 ise,
S(x) = lim S,(x) =
oo 0, z=11ise

elde edilir. Hern = 1,2, --- icin p,, = sup{| S, (:U)—S(x) iz e0,1]} =
1 ve buradan da hm gn = 1 # 0 oldugundan Z (1 — z)a™ seris1 [0, 1]

=0
araliginda noktasal yakmsak olup diizgiin yakmsak degildir.c
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R icinde lim a, = oo olacak sekilde bir (a,) dizisi icin Z @ Serisi

n—oo

yakinsak olsun z serisinin a,,n = 1,2--- noktalarim ihtiva et-

an

meyen herhangi kapah ve sinirh bir £ araligi tizerinde diizgiin yakinsak

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Her n € Nicin a, € FE olacak sekilde kapali ve simirli bir

E C R araligi verilsin. lim a,, = co = Ve > 0 sabit sayis1 icin Vo € E

n—~oo

ve VYn > n, icin | * — a, |> € olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir.
M = sup{| z |: * € E} olmak iizere ¥n > n, icin |:c—1a = ﬁ|i1—1| <
n n
11 11 1 s 1
—— H _— — —
fanl T2 oldugu aciktir. n oo 1ken el T2 1] ~ i Ve nE—l ]

yakinsak olduguna gore Z m

serisi yakmsaktlr. Weierstrass

test1 geregince buradan z —— serisinin E {izerinde diizglin yakinsak
=1 T—Qan

oldugu anlisilir. ¢

d, € R, n =1,2--- olmak {izere »_ d, serisi yakinsak oldugunda
n=1

>~ 9= Dirichlet serisinin [0, +00) arahgmda diizgiin yakinsak oldugunu
n=1
gosteriniz.

Coéziim: a,(z) = %,b, = d,,n € N olsun. (a,(r)) dizisi diizgiin

smirh (Vz € [0,00) ve Vo = 1,2,--+ icin 0 < a,(z) < 1 dir.) ve

monoton (Vz € [0, +00) icin & — — +1)I >0 dir.) > b, seris1 yakinsak

oldugundan Abel testi gereyimce Z an(x)b, = & seris1 [0, 400)
n=1 n=1

araliginda diizgiin yakinsaktir. ¢

“+oo

flx)=>] ﬁ fonksiyonunun £ = (—o0, +00)\Z iizerinde siirekli ve
1 periyotlu bir fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coéziim:  f,(x) =
siirekli olduklar1 aciktir. Herhangi bir (a, b) ¢ E aralhigi verilen o =

@ 19;)27” = 1,2-.. fonksiyonlarimin E iizerinde
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(18)

(19)

max{| a |,| b |} olmak tizere ;n # 0,| n |> « icin f,(x) = (%)2@
yazilabilir. Her z € (a,b) icin ﬁ fonksiyonlar1 siirh (Vz € (a,b)

icin (#)2 < @ dir) ve her sabit z € (a,b) icin monotonlardir.

00 +o0o
> # yakinsak olduguna goére Abel testinden > f,(z) serisi (a,b)
n=1 n=—00

araliginda diizgiin yakinsaktir. Her n € Z icin f,(z) € C(a,b) ve
+00
> fo(x) serisi (a,b) araliginda diizgiin yakimsak oldugundan f(z)

f(;rzksiyonu (a,b) arahgimda stireklidir. Demek ki, f fonksiyonu taniml
+oo

oldugu bolgede siireklidir. f(z 4+ 1) = >

m[n — 1 = k denirse

“+o00

1= > m = f(x),x € E olduguna gore f, 1 periyotlu fonksiyon-
k=—o00

dur. ¢

S (nze™™ — (n — 1)ze~™Y%) serisinin [0, 1] araliginda yakinsak olup
n=1
diizgiin yakinsak olmadigini, fakat bu serisinin toplam fonksiyonun [0, 1]

tizerinde stirekli oldugunu gosteriniz.
Coziim: S,(z) = Y (kze ™™ —z(k—1)e~*1%) = nge ™ ve x € [0, 1]

k=1
icin S(z) = lim S,(z) = 0 oldugu aciktir. Demek ki, verilen seri

0, 1] arahiginda yakinsak ve toplami S(z) = 0 bu aralikta siirekli bir
fonksiyondur. p, = sup{| S,(z) — S(z) |: x € [0,1]} = sup{nxe™"* :
z€[0,1]} =2 = lim p, = 1 # 0 olduguna gére S,(z) A 0,z € [0,1]

dolayisiyla, verilen seri [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsak degldir. o

Asagida verilen fonksiyonlarin tanim bolgelerini bulunuz ve siireklilik
durumlarini inceleyiniz.
@ f@)=X@rh 0 f@)= X

Coziim: (a) lim {/[(z+21)"| = lim | 2+ L |=| = |= Couchy

kok testinden verilen seri | z |< 1 icin, yani (1, 1) arahginda yakimsak
|  [> 1 icin yani (—oo, —1] ve [1,+00) araliklarmmda iraksaktir. Her-

hangi bir a € (0,1) sayis1 verildiginde her = € [—a,a] icin | (z + )" |<
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(20)

(21)
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(a+1)"n=1,2,--- ve Y (a+ £)" majorant seris1 yaknsak olduguna

n=1
gore (Couchy Kok testinden) Y- (z+2)" seris1 [—a, a] arahginda diizgiin
n=1
yakinsaktir. O halde, Teorem 9.3.21 den f(z) fonksiyonu [—a, a] araliginda
(-1,1) araliginda stirekh bir fonksiyondur.

n

(b) = #0icin S,(r) = Z e ; 1+m2 Zm—lg(l—m) ve
S, (0) = 0 oldugundan,

L x40 ise,
flz)=lim S,(z) ={* 7
oo 0, =0 ise

oldugu elde edilir. f fonksiyonunun R\{0} iizerinde siirekli ve z = 0

noktasinda stireksiz oldugu anlasilir. ¢

o0

g(z) = Y - Riemann fonksiyonunun (1,+o00) araligimda istenilen
n=1
mertebeden siirekli tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.

Coziim: zy € (1,+00) ve E = [xg,+00) olsun. Her p = 0,1,2, ..

[e.e]
E InPn : _ s InPn InP n
icin ) 755 serisi yakinsak ve Vo € E ve Vn = 1,2, .. icin 25" < 22
[e.e] 1 »
olduguna gore Weierstrass testinden her p = 0,1,2,--- icin ) ==*
=1

serist E iizerinde diizgiin yakinsaktir. Vn € N icin niz fonksiyonu

E iizerinde siirekli oldugundan Teorem 9.3.21 geregince £(x) fonksiy-

onu F tizerinde siireklidir. Ayni teoreme gore her p = 0,1,2,---

icin £ (2) = (—1)? i 2n fonksiyonlar da E iizerinde, dolayisiyla,
n=1

(1,4+00) arahiginda stirekhidir. ©

flz) = > nQ‘fo seklinde tanimlanan f fonksiyonunun tanim bélgesini

n=1

bulunuz ve tiirevlenebilirlik durumunu inceleyiniz.

Coziim:  Herhangi bir (=M, M)(M > 0) arahg verilsin. Vz €
(=M, M)icin nm <M

2+CC2 = ’I’L27

n=1,2,.. ve Y = seris1 yakinsak oduguna
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gore verilen seri Weierstrass testi geregince (—M, M) araliginda diizgiin

yakinsaktir. Demek ki, f fonksiyonu R tizerinde tanimhdir.

o0
Her z € (—M, M)\{0}icin > nQ‘ﬂTQ serisinin terim terime tiirevlenebilir
n=1

oldugunu goérelim. f,(z) = 2l p=1,2,--- olsun. Vz € (=M, M)\{0}

n?+a?)
2 — 2 2 2
. / __ n®sgnz—zl|z| s : / n*+M 2n° __ 2
1CIn fn(.’L') = W ve Vn Z M 1CIn ’ fn<£€> ’S A S A T n2
[e.e]
esitsizligl saglandigindan ve ) # majorant serisi yakinsak olduguna
n=1

gore > fl(x)seris1 (—M, M)\{0} tizerinde diizgiin yakinsaktir. f,(z)(n =
n=1

1,2,--+) fonksiyonlar1 R\{0} iizerinde tiirevlenebilir olduklarmmdan ve
> fr(x) serist (=M, M)\{0} tzerinde diizgiin yakmsak oldugundan
n=1

Teorem 9.3.24 geregince f fonksiyonu R\{0} iizerinde tiirevlenebilirdir.

[ foksiyonu z = 0 noktasinda tiirevli olmadigini gosterelim. Bunun icin

sonlu lim M ve lim+ w limitlerinin varolmadigini gosterelim.
n—0~ n—0

h # 0 icin

f() = f0) _[hl~ 1
h h ;n2+h2 (9.76)

o0
oldugu aciktir. Weierstrass testinden seris1 diizgiin yakinsaktir.
n=1

_1
n2-+h2

n—12 serist yakinsak oldugundan ) o

18

(Vn € (N) icin —m < -5 ve
n=1

halde Teorem 9.3.19 geregince

. 1 1
2 e = 2 e < .77)

n=1
olur. Buna gére (9.77) dikkate almdiginda (9.76)’dan f/(07) = > %,
n=1

f'(07) = = 3 & oldugu elde edilir. f/(07) # f/(0") olduguna gore f
=1

fonksiyonu z = 0 noktasida tiirevl degildir. ©

(22) Asagidaki limitleri hesaplayimz.
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(a)  lim Z( Ut (b) lim Z S

r—1_ n $_>0+
() lim > (" —2™1); (d) lim z e
r—1" p—q T—00
Coziim: (a) > & serisi yakinsak ve ( n+1) dizisi her z € [0, 1]
n=1
icin monoton ve [0, 1] iizerinde diizgiin sinirh oldugundan (Vo € [0, 1]
ve Vn = 1,2,--- icin mff—jrl < 1 dir) Abel testinden verilen seri [0, 1]
araliginda diizgiin yakisaktir. Ustelik her n = 1,2, --- icin
lim (_17):71'1:7%?&1 = (_12:171 limiti vardir. Buna gore Teorem 9.3.13

r—1—

o
~ . (71)71—1 1
geregimnce Q}E{L 1;1 i = 3 2

= %11&2 bulunur.

(b) Vz € [0,+00) icin e < o Ve Z 5w seris1 yakinsak olduguna

gore, Weierstrass testinden verilen seri [0 +00) araliginda diizgiin ya-

kinsaktir. Ustelik her n € N icin sonlu hm+ TL% = L limiti mevcut
x—>0

oldugundan Teorem 9.3.13 geregince hm Z s = Z lim o= =

n—1x—0% anz

2% = 1 bulunur.

10718

——~ 3

c) > (ax"—z" ) serisi [0, 1] iizerinde yakinsak fakat diizgiin yakinsak
n=1
omadigina gore Teorem 9.3.13 uygulanamaz. S, (r) = > (2% —2**!) =

z(1—2") =

; xe0,1] ise,
S(x) = lim S,(x) = 7 @< 0] ise

e 0, x=11ise
= lim S(z) = lim Y (2" —z") =1 bulunur.
r—1— r—1" p—1

(d) sup{H”fl—z%2 cx e R} =5 ve Z -5 seris1 yakimsak olduguna gore

verilen seri R iizerinde diizgiin yakmsaktlr. Ustelik her n € N icin

lim 14:2—2%2 = # limiti mevcut oldugundan Teorem 9.3.13 geregince
Tr—00
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. 2 = . 22 =

m11_)1'{.10 Z TinZ — Z lim Trn2a? — z oy bulunur.o
n=1 n=1%7" n=1

Asagidaki serilerin karsilarinda yazili araliklarda terim terime tiirev-

lenebilirligini gosteriniz.

o (e e}

(a) > # sin?, E=R; (b) arctan %2, E =R;
n=1 n=1

(©) X oy E=KR;
n=1

Coziim: (a) -5sin®(n=1,2..) fonksiyonlarmm R iizerinde siirekli

o0
tiirevlenebilir olduklar: aciktir.Va € R icin |# sin Z| < # ve Y, #serisi
n=1

yakinsak olduguna gore Weierstrass testinden verilen seri R iizerinde

oo

diizgiin yakinsaktir. Tirev fonksiyonlarindan olusan ) # cos ¥ serisi
n=1

de R iizerinde diizgiin yakinsak olduguna (Weierstrass testinden) gore

Teorem 9.3.24 geregince verilen seri Riizerinde terim terime tiirev-
lenebilirdir.

(b) arctan 5(n = 1,2,...) fonksiyonlarmin R {izerinde siirekli tiirev-
lenebilir olduklart agiktir.vVo € R icin n — oo iken |arctan 5| ~

% olduguna gore verilen seri R tizerinde yakinsaktir.Ttirev fonksiyon-

o0
larindan olusan ) —1+—2 serisi Weierstrass testinden R tizerinde diizgiin
n=1

yakinsaktir. Buna gore, Teorem 9.3.24 geregince verilen seri R tizerinde

terim terime tiirevlenebilirdir.

(c) m(n = 1,2,--) fonksiyonlarinin R iizerinde siirekli tiirev-
oo

lenebilir olduklart aciktir. Vo € R icin 0 < m < nl—g ve » %

n=1
serisi yakinsak oldugundan, Weierstrass testi geregince verilen seri R

tizerinde diizgilin yakinsaktir. Tiirev fonksiyonlarindan olusan
o0

_ 4 .. . . . . ~ .
Wfﬂ+’;2)2 serisi R tizerinde diizgiin yakinsak olduguna gore,
n=1
e}
—2xn* _ 9 1 1 f 5
sup{|m] |z e R} = sy Ve 712—:1 5 serisi yakinsak oldugundan)

Teorem 9.3.24 geregince verilen seri R iizerinde terim terime tiirev-

lenebilirdir. ¢
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(24) Asagidaki serilerin karsilarinda yazih araliklarda terim terime integral-
lenebilirligini gosteriniz.
() S E=[03) () LEma—em), E=[0,1]
n=0 n=1

Coziim: (a) Vz € [0,3] icin [<2] < L v

% serisi yakinsak
olduguna gore, (D’alembert testinden) verilen seri [6 1] araliginda diizgtin
yakinsaktir. Buna gore, Teorem 9.3.23 geregince bu seri [0, 7] arahginda

terim terime integrallenebilrdir ve

2 /e o 5
cos™ x 1
/(E . )d:v: g ﬁ/cosnxda:
0 n=>0 ’ n=0 " 0
[Ornek 6.4.10 dan
"oy — ) n tek ise,
cos" zdx = a,, = (1)l 7 o
5, ncift ise
0 n!!

olduguna gore]
‘;—T; esitligi dogrudur.

n=1
(b) Verilen serinin [0, 1] {izerinde yakinsak, fakat bu yakisamanin

diizgiin olmadigini gosterelim. Vx € [0, 1] icin

n
Su(@) = (Y 2™ —2%1) = —g + g To =
k=1

. 0, r=0vex=1Iise,

S(xz) = lim S,(x) =
o 11—z, 0<ax<l1 ise

oldugu elde edilir. Serinin S(z) toplamu [0, 1] izerinde siireksiz olduguna

gore, (ciinkit S(0) = 0 ve S(0%) = 1 # S(0)dwr ) verilen seri [0, 1]

lizerinde diizgiin yakinsak degildir. Demek ki, bu seriye Teorem 9.3.24
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1

uygulanamaz. Buna ragmen, [ S(z)dx = 5 ve
0

1
> | 1 ] — 1 1 - 1
Il — pn-1)dyr = = E— S
Z/(x v )d QZn(n—i—l) 20 2= ko + 1)
n:lo n=1 k=1
1 1 1
= = lim(1— ) ==
2 n— n+1 2

esitlikleri saglandigima gore verilen seri [0, 1] arahginda terim terime

integrallenebilirdir. ¢

(25) f,R iizerinde tanmimli,her mertebeden tiirevlenebilir ve Vo € R,n € N
icin
_ 1
0@~ 1@ <
esitsizligini saglansin. Bu durumda c¢ herhangi bir sabit say1 olmak

iizere lim f™(r) = ce® oldugunu ispatlaymiz.

n—~oo

Coziim: > [f™(z)— f" V()] ,2 € R serisini gozoniine alahm. Her
n=1

z € R ve her n € Nicin |[f"(z) — fOD(z)] < & ve 3 & serisi
n=1

[e.e]

yakinsak olduguna gore, Weierstrass testinden Y [ (z) — f"=V(2)]

n=1

serisi R fizrinde diizgiin yakimsaktir. S(z) = 3 [f (z)—f"D(2)], 2 €

n=1

R olsun. > (f™(z) — f=V(2)) = S [f"V(z) — f™(2)] serisi de R
n=1 n=1
tizerinde diizgiin yakinsak olduguna gore Teorem 9.3.24 geregince
> [ @) = £ @)
n=1

serisi R iizerinde terim terime tiirevlenebilirdir ve S'(z) = > [f"+Y (z)—
n=1

f0)(2)] dir. S'(z) = 1
fO@) + f(x) = [S(x)+ f(z)) = S(x) + f(x) oldugu dalayisiyla,c sabit

o

S 170(@) — 00 (@)] = FO ) + 1O = () -



